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SEINEM HOCHHERZIGEN GÖNNER 


Herrn F. E. FALOK m Zwickau 


IN DANKBARER VEREHRUNG. 


Einleitung. 


Die spezielle Differentialgleichung »‘ Ordnung 


d”y 
a 0 


besitzt eine allgemeine Lösung von der Form 


n—1 
(1) Yy = > 0,0% 

0 
die eine Schar von 00” ebenen Kurven definiert Jedem Wertsysteme 
(du: @,_,) entspricht eine ganz bestimmte Kurve der Schar. Denken 
wir uns die Parameter irgendwie festgewählt, so sind alle unendlich 
benachbarten Kurven der Schar enthalten in der Gleichung 


n—1 


MD y= Dr (a, + da,)a” = y + öy. 
) 


Die zu dem Punkte xy gehörigen Elemente der verschiedenen Ordnungen 
werden für die Kurve (1) definiert durch (1) und 


n—1l 


(2) y,= Dr v@—1).. (v—a+l)a,* RN 


Diese Formel gilt für 1<!<n—1. Analog bestimmen die Gleichungen (I) 
und 


n—1 
(ID 9,= D>rr@w—1). wat l)(a,+da)e—y,+öy, @-1--l) 


das zum Punkt x} gehörige Element /*" Ordnung für die benachbarte 
Kurve (I). Sollen nun (1) und (I) einander in /** Ordnung berühren, so 
muß y=y undy,=y, k=1:---l) sein. Daraus folgt: es gilt außer 
(1) und (2) noch 


n—1 
| dy - > da,” —=V, 
N) 


n—1 
in. -Dre-0. 0-24 Dane „=1:.h. 


%* 


(3) 


LTR 


Die Berührungsbedingung selbst kann nicht von &, y, y, abhängen: wir 
haben also nur noch x aus (3) zu eliminieren, oder auszudrücken, daß es 
eine gemeinsame Wurzel des Systems ist. Zunächst enthält unser System 
(1 +1) algebraische Gleichungen, so angeordnet, daß jede um einen Grad 
niedriger ist als die vorhergehende; man kann es infolgedessen ersetzen 
durch ein vollkommen äquivalentes System mit (+ 1) Gleichungen von 
dem Grade, der vorher der niedrigste war, also hier alle vom (n I — 1)!®. 
Dann ist die Bedingung zu suchen, unter der alle Gleichungen des äqui- 
valenten Systemes eine gemeinsame Wurzel besitzen. Dazu ist sicher 
notwendig, daß’je zwei eine Wurzel gemein haben. Resultantenbildung 
würde uns so $1(4+1) notwendige Bedingungen liefern, alle vom Grade 
2(n—l-]). Erst für D=n—2 werden es Mongesche Gleichungen 
zweiten Grades; ist 2=1, so erhalten wir eine Gleichung vom Grade 
2(n—2). Das sind aber offenbar die beiden besonderen Fälle, in denen 
die notwendigen zugleich die hinreichenden Bedingungen sind. Enthält 
nämlich das System (3) überhaupt nur zwei Gleichungen, oder läßt es 
sich ersetzen durch ein äquivalentes System linearer Gleichungen, so drückt 
in beiden Fällen Resultantenbildung zwischen je zweien aus, daß alle 
Gleichungen eine Wurzel gemein haben. 

Diese Betrachtung berechtigt uns, nach allen Scharen von 00“ Kurven 
zu fragen, bei denen die Bedingungen für die Berührung (n — 2)" Ordnung 
zweier unendlich benachbarter Kurven lauter Mongesche Gleichungen zweiten 
Grades sind. Wann dies eintritt, können wir auch ohne Kenntnis der 
endlichen Gleichungen der Kurvenschar entscheiden, nach einer Methode, 
die Prof. F. Engel in seinen Vorlesungen (Leipzig, W.-H. 1903/4) ent- 
wickelt und neuerdings (1905) in den Leipziger Berichten veröffentlicht 
hat. Wir setzen also nur voraus, daß die Kurvenschar durch eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung »‘" Ordnung 

n n-j 

I - o(z, Y; . a) =) 
definiert ist, und behandeln der Reihe nach die Fälle n=3,n=4 und 
n=». 


I. Abschnitt. 
Der Fall n =3. 


Eine gewöhnliche Differentialgleichung dritter Ordnung 


d’y dy d’y 
(1) Fee o(e, er 1») 


definiert eine Schar von 00° Kurven, deren endliche Gleichung 


BE 


(2) Y=P(R, Ay, ,@) 
sei. Dabei ist natürlich vorausgesetzt, daß die Parameter «a wesentlich 


sind, also die Funktionaldeterminante 

dy d? 
6 0 (u. = Ta) X 
” Dana) + 


ist. Dann ist bekanntlich „=Y, y,=9,, % = Y,. die allgemeine Lösung 
des simultanen Systems 


d dy, dy 
(4) = =, n=olg, Y,Yı Ya): 


Deuten wir die a als Punktkoordinaten in einem Raume A,, so entspricht 
jedem Punkte im A, eine ganz bestimmte Integralkurve aus der Schar (2). 
Zu einem Raumpunkte (a,a,a,) gibt es 00? benachbarte Punkte a,+ da,, 
deren jedem eine ganz bestimmte Kurve der Schar entspricht. Demnach 
haben wir zu einer bestimmten Integralkurve auch nur 00°? benachbarte. 


Ihre Gleichung ist 
0 

(II) re p(z, At day, + da,, A+ da,) Br 30 > h SE da,—=y+6y. 
0 k 


Die Richtung der Tangente an die Kurve (2) wird bestimmt durch 


(2) Yı Es 9, 
an die Kurve (II) durch 
‚ 3 - 0, er 
(I) y,=Yı De 


Sollen die beiden benachbarten Kurven (2) und (II) einander im Punkt 
xy berühren, so muß außer (2) und (2”) noch gelten: 


2 
ö 
öy - Dr. da, 0 
0 


2 
oy, 
on — Dr De: da, —.0. 
0 


Die Berührungsbedingung selbst ergibt sich daraus durch Elimination 
von @. 

Deuten wir mit Sophus Lie (etwa nach Lie-Scheffers, Btrf. I, 182 ff.) 
x, Y, y, als gewöhnliche Punktkoordinaten im Raume, so entspricht jeder 
Kurve y=»p der Ebene eine ganz bestimmte im Raume mit den Gleichungen 
y=9, Y,=9,. Man erhält sie offenbar, indem man in jedem Punkt der 
Kurve y=9 die zugehörige Tangentenrichtung senkrecht aufträgt. Den 
00° Kurven der Ebene werden so 00° Kurven im Raume zugeordnet. 


(5) 


IR. 


Allerdings besitzen die Raumkurven die besondere Eigenschaft, eine nicht 
integrable Pfaffsche Gleichung, nämlich dy— y,dz=0, zu erfüllen. 
Eliminieren wir x aus (5), so erhalten wir die Bedingung dafür, daß 
zwei unendlich benachbarte Kurven im Raume (x, y, y,) einander schneiden; 
denn dy=0 und dy, = sagt nur aus, daß die beiden benachbarten Raum- 
kurven y=9, ,y=g9, umndy=y+öy, ,y=Y +6y: den Punkt 27% 
gemein haben. 

Nach Voraussetzung soll nun die Elimination von x aus (5) eine 
Mongesche Gleichung zweiten Grades liefern, die also die Form hat 

0,1,2 ’ 
(6) = A;, (do, 4, 4) da,da, — 0 (AA): 
i,k 

Wollen wir uns ein geometrisches Bild von der Bedeutung dieser Gleichung 
machen, so können wir da,: da, : da, auffassen als Bestimmungsstücke 
einer Geraden durch den Punkt (a,, 4,@) im A,, eines Linienelementes 
(Lie-Scheffers, Btrf. 1, 249 ff). Die Gleichung (6) definiert dann oo! Fort- 
schreitungsrichtungen, die einen Kegel mit dem Punkt als Spitze bilden, 
den „Elementarkegel“. Zu jedem Punkt x liefert uns das System (5) das 
zugehörige Linienelement, das die unendlich benachbarte Kurve repräsentiert, 
die y=9 in x berührt. Andererseits lassen sich da,, da, und da, auch 
deuten als homogene Punktkoordinaten in einer Ebene. Dann ist (6) die 
Gleichung einer ebenen Kurve und die Punkte dieSer Kurve sind das Bild 
aller 00! benachbarten Kurven, die y= 9 berühren. Wollen wir speziell 
das Bild der Kurve haben, die y=g in einem bestimmten Punkte & be- 
rührt, so liefern uns die Gleichungen (5) den betreffenden Bildpunkt, da 
sie zwei Verhältnisse bestimmen. 

Die Gleichung (6) soll eine Folge von dy=0 und dy, —0 sein. 


Nehmen wir zu 


noch 


so können wir die da, linear ausdrücken durch dy, dy, und dy,. Setzen 
wir diese Werte der da, in (6) ein, so ergibt sich wieder eine Gleichung 
zweiten Grades, in den dy. Sie muß erfüllt sein vermöge öy=(0 und 
dy, =0. Demnach fehlt das in dy, quadratische Glied. Daraus folgt. 


EI RE 


es müssen sich fünf Multiplikatoren «(x, a,, @,, @,) bestimmen lassen 
derart, daß 
0,1,2 
(7) Danlı a1, 4;) da,da, — andy? +2 a,dydyı + 20, dydy, + a10y” 
+ 20,5 0y, 0% 


zu einer Identität werden würde, wenn man für die dy,@=0,1,2) ihre 
Werte einsetzte. Wir wollen für das Folgende festsetzen: es soll immer 


2 A 


Y%=VY), 9y,; i 


sein. Bezeichnen wir ferner die rechte Seite von (7) mit 
U- andy? + 2u,dydy + 20göydy + audyı" + 2050 yÖY5, 


so zeigt die linke Seite von (7), daß 


dU 
Er a 
zu einer Identität werden müßte, wenn man die dy, einsetzte. Da dies 
gleichbedeutend mit der Ausführung einer linearen Substitution wäre, 
müssen schon die Koeffizienten von dy,dy, in dU/dx identisch ver- 
schwinden. Wir wollen es wirklich berechnen, wobei zu berücksichtigen 
ist, daß 


2 


d RT s : 
ER Ar (av) du = hr 0) ıl52); 
0 


2 x 
89 = DI 0,0%, 
1) 


ıst. Demnach wird 


daU d 00 nn ‘ Y ‘ 
de Er Iy’ + 2audyöy + Bm „ Iyoy + 20 dyı + 


en 


a „ !ydy+2@göydyt 7 Oyr+ 2a, öydyy +2 Te —e „ 9 0% 
p 20,0 + 2(0,dy+ 50Y,) (@,dy+ od + @,9Y,). 
Hier haben wir nach den verschiedenen Produkten dy,öy, zu ordnen und 
die Koeffizienten einzeln gleich Null zu setzen. Zunächst sieht man 
sofort: &, muß als Koeffizient von dy,? verschwinden: es war also für 
U anzusetzen 
(8) U- andy’ + 20,dydy +20 dydy + Aıdyı“- 
Berücksichtigt man das, so ergibt sich für die « folgendes Gleichungs- 
system 


u 


1) a +09 —=0, 
A) 


(9) Bm. mE Co + ©, = 0, 


AR a Beha 2 0g 0 FE! 0, 


E 
5) De + &yı + @gly = Od. 


Die erste Gleichung ist endlich und erlaubt uns «,, zu eliminieren. Zu 
dem Zweck differentiieren wir sie: 


oder, wegen (9), und (9),, 


(10) Fly + pl = 0. 
Hiermit können wir «,, eliminieren, und (9), geht über in 
‚ d 0 
(9 ); mn 3 9,9 = 0. 
Differentiation von (10) liefert, wegen (9),, (9), und (9),, 
| d 
(11) Ip + (30, +3 9,° — =) %g = 0. 


Differentiieren wir diese neue endliche Gleichung ebenfalls, so erhalten wir 


Go (60, + 20,9%, +3 0° —3 Tee + z =) 0, 


2 de 


Cgg darf nicht verschwinden; sonst müßten es auch alle anderen « tun. 
Mithin ist die gesuchte Bedingung, für die Existenz von Multiplikatoren « 
und damit einer Mongeschen Gleichung von der Form (6), das Bestehen 
der Gleichung 


| c d° a 
(12) | 6, +2, +3 - 93,2 7, 17 = —(. 


Wir können jetzt die Mongesche Gleichung selbst angeben, aller- 
dings zunächst geschrieben in den döy. Aus den endlichen Gleichungen 
ergibt sich 

ve 2.2, ı do, RA er 

0 (- 99% ty 22) %ga5 > Ey = 75, Dada. 7 en 
Bilden wir 
U a,dy" + 2a,dyöy + 20g0yOy + u0y"— 0, 
so wird, weil wieder «,, nicht identisch verschwinden kann, die Mongesche 
Gleichung geschrieben in den öy: 
3 Wöy? — z adyoy + 2dydy — dy’— 0, 

wenn wir festsetzen, daß 


do 
(13) %»—=— 30, — 549 +7, 
sein soll. Dann geht (11) über in 
(11) Flo — Yalge — 0. 
Daraus ergibt sich durch Differentiation als neue Form von (12) 
‚ 9 d R 
(12) +0. 


Dies ist eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung für ®, da 

d j 

I MT ri t Mh FT 91:Y T Rg;R G=0,1,2). 
Wir können das Ergebnis etwa so formulieren: 

Denkt man sich eine Schar von 00° Kurven definiert durch eine ge- 
wöhnliche Diffgl. 3. O. von der Form 
dı 

En n@ (%, Y, Yı> Ye); 
und fordert man, daß die Bedingung für die Berührung zweier unendlich 
benachbarter Kurven eine Mongesche Gleichung zweiten Grades sein soll, 
so muß © der parbiellen Diffgl. 3. O. 


— —29%% + 60, = 0 
genügen, wobei 


Bis jetzt ist über die noch nichts vorausgesetzt. Wir wollen die 
Anfangsbedingungen einführen, indem wir verlangen, daß y, für einen 
gegebenen Wert x = x, einen vorgeschriebenen Wert y,’° annimmt. 
Dadurch wählen wir eine ganz bestimmte Integralkurve der durch (1) 
definierten Schar aus. Setzen wir nun 


8 u? war VA Fr Y (i Da 0, 1, 2), 
so wird 


2 
(14) Dan 
0 
für = a, (eine Substitution, die wir durch eine O rechts oben andeuten) 
(du) = Ay. 
Unsere Mongesche Gleichung wird für diesen bestimmten Wert x, 
(15) 3 ua)" — 3 ar dyodyı + 2dy' dyst — (Ay)? — 0. 
Mit dieser Spezialisierung der Integrationskonstanten « haben wir erreicht, 


daß die Mongesche Gleichung wirklich in den Differentialen der Konstanten 
dasteht. 


€ 


Be 


Gehen wir noch weiter und führen wir die überzählige Konstante 2, 
ein, so daß 
y— PR, 2, W, 9) 


die allgemeine Lösung der gewöhnlichen Differentialgleichung 3. O. 


\ Ryan ay dy 
(1) das @ (2, Y, da? u) 
ist, und 
Ya P YA; Da Ya Por 
die allgemeine Lösung des simultanen Systemes 
(4) ae OU DEINEN, 
Y 9% ol, Yı Yı,9) 
(4) ist ON mit der partiellen Diffgl. 


of 
ty 10y 


1) 
+ % + Et, 


die ihrerseits drei Lösungen von der Form 


2, Y, Yo) 6; Rd, 1,2) 
hat. Die Gleichungen Q,=c, geben, aufgelöst nach den y,, die voll- 
ständige Lösung des simultanen Systemes (4), und y allein liefert die 
vollständige Lösung von (1). Will man die Anfangswerte als Integrations- 
konstanten einführen, so braucht man nur zu setzen 

22,9, Yı, 9) = Alto, Y’, 9), Ya) 

und nach den 9, aufzulösen. Man sieht daraus, daß die Anfangswerte 
nur in den Verbindungen Q, eingehen: die y, ©=0,1,2) erfüllen als 
Funktionen der Anfangswerte die partielle Diffgl. 


0 0 
(16) rt tt. 
Eigentlich müßten wir, um die N zu finden, & elimi- 
nieren aus 
Oy 5 da + Say + say + a0. 


’ 1 1 Eh 1 
O5! Pe? day? +5 se Ay ” day 0. 


Wir können aber a benutzen und 


ö ö 0 
es le ai (dyP— yı’daz)+ a — Yo da,)+ a (A oda), 


ö 27 0% 
Iy— yo (dy— y’dzy)+ RICEN — Yy) di) +, a dR)—0. 


Die Gleichungen (17) unterscheiden sich von den entsprechenden in (14) 
nur dadurch, daß an Stelle von dy, getreten ist dy, — yY+ıda,. Dem- 
nach erhalten wir als Berührungsbedingung die Mongesche Gleichung 


r 


— DB — 


3 do (dyP — yı day) — 3 @y (dyP — yy° da.) (dyı’— Yo da,) 

+ 2(dy? — y,da,) (dyy’— o’ da.) — (dyı — y’da,) = 0: 
Jedes Element zweiter Ordnung bestimmt eine Integralkurve unserer 
Diffgl. (1). (18) definiert zu einem beliebigen Element x, y’ y,° ys die 
unendlich benachbarten Elemente, durch die Integralkurven gehen, die 
unsere durch x,y° gelegte berühren; wir können also den Index O0 weg- 


(18) 


lassen. 
Zum Schlusse dieses Abschnittes will ich ohne Beweis noch einen 
' Satz mitteilen, der jedenfalls nicht ohne Interesse ist: 


Eine Diffgl. 3. O. läßt sich dann und nur dann auf die Form 
a) 
bringen (durch Berührungstransformation), wenn y” eine ganze Funktion 
dritten Grades von y" ist, also die Form hat 
Vi TC 2E DE a ui: 2 AUG. ZE DE D E Bn u3 7 FARER Fe DE a a AL ZE R DE 
und wenn zugleich die Bedingung für die Berührung zweier benachbarter 
Integralkurven eine Mongesche Gleichung zweiten Grades ist. 


II. Abschnitt. 


Der Fall n=4. 
Durch eine gewöhnliche Differentialgleichung 4. O. 


(1) =ole %,Y, N 2) 

wird eine Schar von 00* ebenen Kurven definiert mit der endlichen 
Gleichung 

(2) Alba p(, Ag, Ay, dag, 43). 

Dabei ist natürlich 

(3) (BP, Par Pazı Paxa) -) 0. 


0 (Ay, Ay; Ag, 45) 
y-9, = 9 Yo Pro Us = Pan. Ist die allgemeine Lösung des simul- 
tanen Systemes 
d d d d 

(4) = ey, =, ol, Y, Yı, Ya, 9): 

Wir deuten (a,, @d;, dg, a,) als gewöhnliche Punktkoordinaten in einem 
vierdimensionalen Raum A,; dann entspricht jeder Kurve der Schar (2) 
ein bestimmter Punkt und umgekehrt. Mithin gibt es 00° benachbarte 
Raumpunkte a,+ da,, die Bildpunkte der zur Kurve «a, benachbarten 


BR RE. 


Kurven sind. Wir suchen unter ihnen die aus, die in zweiter Ordnung 
berühren. Eine zu (2) unendlich benachbarte Kurve hat die Gleichung 


3 
| 5 
(I) y-y+ da —y+öy. 
0 


Sollen die Kurven (2) und (II) einander im Punkte xy oskulieren, so 
müssen die Elemente zweiter Ordnung | 


(2) Y rs p, Y, as 9. Ya Ka Pr 
und 
(IF) =, + 0% (= 0,1,2) 


übereinstimmen; also gilt außer (2°) noch 
3 


0%; i 
(5) öy, - Dr, da,—0 70,03% 


Aus diesen drei Gleichungen hat man x zu eliminieren, um die Oskulations- 
bedingungen zu erhalten. 

Deuten wir die da, als homogene Koordinaten der Linienelemente 
durch den Punkt a im A,, so definiert (5), das die drei Verhältnisse 
da,:da,:da,:da, vollständig als Funktionen von x bestimmt, eine 
Schar von oo! Geraden. Diese bilden einen Elementarkegel. Fassen wir 
andererseits die da als homogene Punktkoordinaten in einem AR, auf, so 
sind durch (4) oo! Punkte als Funktion eines Parameters x definiert. 
Sie bilden eine Raumkurve, deren Gleichungen man durch Elimination von & 
finde. Wir wollen uns den geometrischen Sinn der Elimination klar 
machen. öy=0 enthält einen Parameter x und definiert, als lineare 
Gleichung in den da, eine Schar von oo! Ebenen im Raume der Differentiale. 
Nimmt man dy,=0 hinzu, so liefert die Elimination von & die Einhüllende 
dieser Ebenen, die Enveloppe. Die Erzeugenden (öy=0,dy, =0) um- 
hüllen ihrerseits eine Kurve, die Rückkehrkurve der Enveloppe. Diese 
wird definiert durch 

oy=0 yet. 

Durch Elimination von x sollen lauter Mongesche Gleichungen zweiten 
Grades herauskommen, also die Raumkurve als Schnitt von Flächen 
zweiten Grades dargestellt werden. Es sind nun zwei Fälle möglich: 
entweder ist die Rückkehrkurve von vierter Ordnung und der vollständige 
Schnitt zweier Flächen zweiten Grades, oder eine Kurve dritter Ordnung 
und der Schnitt dreier Flächen zweiten Grades. Dem würden bei Elimi- 
nation von x aus (5) zwei bez. drei Mongesche Gleichungen entsprechen. 
Im zweiten Fall gehören bekanntlich die Tangenten der Rückkehrkurve 
immer einem bestimmten linearen Komplex an. 


Be 


Daher ist es jedenfalls von Interesse, erst die allgemeinere Frage zu 
entscheiden, wann die Tangenten an die Rückkehrkurve einem linearen 
Komplex angehören. Zunächst erfüllen die Tangenten die Gleichungen 
döy=0 und döy, =0. Wir wollen eine Gerade durch die Punkte da und 
da legen. Dann sind deren Linienkoordinaten die Größen 


(6) (da,da,) = da,da, — da,da,. 

Diese Gerade mag einem linearen Komplex angehören, der die Gleichung hat 
0---3 

(7) > (da,84,) Pi (Co, &) @y, a) — 0. 
uk 


Wir müssen nun noch berücksichtigen, daß die Gerade Tangente sein 
soll, die da und da mithin die Gleichungen 


BEST OYı 2 
91-2 504-0, 


oYı 
94-2, EZ ee 
(8) 


dy = = da, —0, 
2 
dy= 3. da, — 0 


erfüllen. Wir nehmen die Größen dy,, Ööy, und dy,, dy, hinzu, um die 
da und da auszudrücken durch die dy und dy. Setzen wir die Werte 
der da und da in (7) ein, so ergibt sich ein Ausdruck, der in den dy 
und dy die Form eines linearen Komplexes hat. Er muß aber verschwinden 
vermöge döy=dy, =dy=dy, =, mithin darf (dy, öy,) nicht auftreten. 
Es müssen sich also fünf Multiplikatoren «(x a, a, a, ad,) bestimmen lassen, 
so daß 

U = o,(dydy) + &ldyöys) + &ys(dydyz) + as(dyı dys) + 4s(dyı 0%) 
identisch gleich der linken Seite von (7) würde, wenn man für die dy 
und dy ihre Werte einsetzte. Daraus folgt, daß in der nach x genommenen 
Ableitung von U die Koeffizienten der verschiedenen Klammerausdrücke 
verschwinden müssen. Bilden wir die Ableitung wirklich unter. Be- 
nutzung von 


1, (a0) = (z dy,öyı) + (dy, 4 dyı) = (dyuyı du) + (Ay, 9yrrı); 
(dy,dy)=d, 
04, = @0y+ @,dy, + @dYy, + @y0Y;, 

und setzen wir die Koeffizienten der verschiedenen (dy,öy,) gleich Null, 


so verschwindet zunächst «,, als einziger Koeffizient von (dy, dy,). Infolge- 
dessen erhalten wir für die « folgendes System von Gleichungen 


1) ot aa = 0, 
RR 
2) In 1 a = 0, 


+ @g0g = 0, 


(9) 3) 
4) ic, od, 


5) Ze + &yg + Ol = 0. 


Wir differentiieren die Gleichung (9), und berücksichtigen (9), sowie (9),. 
Dadurch finden wir die neue endliche Gleichung 


(10) | Die + Dyay = 0. 

Eliminiert man «, aus dem System, so wird 

(Ns . +3 9; 0 — 0. 

Durch Differentiation von 2 ergibt sich also 

(11) Day + (20, + 4 0? 22) ann = 0, 

womit man «,, eliminieren kann. Aus (11) folgt sofort 

(12) (os (20, + 0,0, + + 0,° — = — 20, = -} Ga) Mm 


&o; kann nicht identisch verschwinden, denn sonst müßten es auf Grund 
der endlichen Gleichungen auch die anderen « tun; also verschwindet der 
zweite Faktor, wenn überhaupt Multiplikatoren « existieren sollen. 

Wir können den Komplex wirklich aufstellen. Es ist 

do 
= + (2, +40 — TE) Cm, gg = — 3 Ol; Ag = — Up: 

Bilden wir 

U— oldydy)+ &aldydy) + ays(dydys) + &s(dy, 69) — 0 
und lassen wir das nicht identisch verschwindende «,, weg, so wird die 
Gleichung des linearen Komplexes, geschrieben in den dy und dy, 

(dydy,) — (dy, öys) — 3 0, (dydy) — 3%; (dydyı) =, 


wenn wir setzen 


‚do, 

(13) 1-29, +30 — an 
Unter Benutzung dieser Abkürzung geht (11) über in 
(119) 2 4 dag = 0. 


Daraus folgt durch Differentiation 
de 8 


BES N 


und wir können sagen: sollen die Tangenten an die Raumkurve (dy= 0, 
öy,=0, dy,= 0) einem linearen Komplex angehören, so ist die Bedingung 
dafür das Bestehen der beiden Gleichungen 


1 ar 
(14) N , 
29, +39 — 7, 
Wir führen wieder die Anfangswerte ein und setzen 
q; FR Me = Y;. 
Dann wird 
ya, (OYy)l-.,79w G—-0,1,2,5), 


und die Gleichung des linearen Komplexes, wirklich geschrieben in den 
Differentialen der Integrationskonstanten, lautet 


(15) Bay oyı) + as lag dy) — 2layPdys") + 2lay' 84) — 0. 
Wir wollen nunmehr unsere eigentliche Aufgabe in Angriff nehmen, 
zu entscheiden, wann wir die größtmögliche Zahl, also drei Mongesche 


Gleichungen zweiten Grades durch Elimination von x aus (5) bekommen. 
Zunächst muß (5) mindestens eine Relation von der Form 


0) 3 
B>) Yır(@p - - - As) da,da, = 0 (Yir = Yri) 
IK 


nach sich ziehen. Wir nehmen zu (5) noch dy, hinzu. Dann lassen sich 
die da linear ausdrücken durch die dy. Die resultierende Gleichung 
müßte verschwinden vermöge (5). Es tritt daher das Glied dy,? über- 
haupt nicht auf. Wir führen die Elimination von x zurück auf die Auf- 
suchung geeigneter Funktionen «(xa,:::q,), so daß der Ausdruck 


U-ogdy? + 20,dyöy + 20gdydy + 2aydyOyz + &,0Yı° 
+ 20,0y, 0% + 20,50y,dYys + 9505” + 203,045 0Y; 

frei würde von x, wenn man die dy substituiert. Die Bedingung da- 
für ist, daß in der nach x genommenen Ableitung von U die Koeffi- 
zienten der verschiedenen Produkte dy,dy, verschwinden. Man übersieht 
sofort: Öy,” tritt nur mit dem Faktor «,, auf, dieser verschwindet also. 
Wir wollen 
| U- andy" + 20 dydyı + 2andydy + 20 dy0y; 

+ 0,99," + 20,09, 0Y + 20,0, dY, + sd” 
wirklich differentiieren. Durch Nullsetzen der Koeffizienten der ver- 


schiedenen Produkte dy,öy, ergeben sich für die « folgende Bedingungs- 
gleichungen: 


(16) 


2 


(1) ig tt, 


da 
3) er + 0% + %ı + 905 — 0, 


de 
4) Fe + &gı + 9 og — 0, 


d 01 
(17) 5) ze + %oo + @, gg + @gkz — 0, 


6) ie a =, 


dx 


d 
7) ern + 209, + 209,05 = 0, 


de 
8) TE + og + @g gg — 0, 


d 
9) 5 + 5 4% + 9501; — 0. 


Wir leiten auf bekanntem Wege — durch Differentiation der endlichen 
Gleichung (17), und Berücksichtigung der Werte für die auftretenden 
Differentialquotienten — eine neue endliche Gleichung (18) ab. Damit 
wäre «, eliminiert. (18) wird wieder differentiiert um ein anderes « 
zu eliminieren usw. Im System (17) sind die Differentialquotienten der 
«&;, in der Reihenfolge angeordnet, wie die «,, sukzessive aus dem System 
eliminiert werden. Berücksichtigen wir dabei, daß nach 


d 
(13) nn =29, +39 — b; 


sein soll, so erhalten wir zunächst folgende weitere endliche Gleichungen 


09 + Co + 8; = 0, 


’ d 18 
(IT), “ +3 %5 +3 905 0. 


(18) 


Al + 361, + .n gt + Pilz = 0, 
(19) = 0 +59 + %;, 


(IM); ER — 4% 4 15 9% — 4 Pıya — 0. 
b 
10ayı — 4 93% + Pg%os + Pas — 0, 
4 
=, +78” tz bs, en . 
= 5 PR) 7 a BER 
9; = 60, — 5 00; — 5 0; T 359%; — 7, ie? 


14 d 1 
(AT), ns + 4 9% — 3 Pat + 25 9) 0. 


(20) 


BR Kon, el 


10a + Pakıı + Ps%os + Pos = 0; 
Fe ET N 
d ad 
r. = 14, 479, 50459 — 2 ne 


dx dx? 

9 = 100, + 30,0; +58’ +4 005 + 160 IE RSENE 
d 12 d 

a, 10 @, 1 @, 3 %; 


FT a AL + da? 


Wir differentiieren (21), eliminieren die Differentialquotienten der «,, und 
würden so eine neue endliche Gleichung erhalten, aus der wir nur den 
Koeffizienten von «,, berechnen: 


10,939 - 7-20, +40 — JE 
Setzen wir 


d 
(22) 9, = 20, en 2 0; Y; — Se ’ 


so lassen sich die beiden ersten Ableitungen von %, ausdrücken durch 
p, und seine erste Ableitung. Dadurch gehen die Gleichungen (20) 
und (21) über in 


10ayı — 4 @g%ı + Pa%os + Pays — 0, 


20 d 
2 9 — 40, — 5 90; — 500g + 15 @ybz + 9 — Fr 
10a + Prkıı + Ps%os + Pos = 0, L 
[rn] 
1) 9% =80, 5.0 — 50° +35 Q%, + 39, — 2 eh 


1 
- 100, + 0,0 +3 9? + 340095’ + 16 0° — 2 @yb; 


do do dp 
13 2 
40 da 3% +09 4 22. _ jo, Em dar men 


Die Funktionen p, deren Ausdrücke sich nicht geändert haben, sind hier 
nicht wieder angeführt und ebenso nicht im folgenden. 

Differentiieren wir jetzt (21’), so wird der Koeffizient von «,, gleich 
— 2: o,, und der von «,, 


a dp; _ 0 8 4 m 2 1 14 2 
200 +3 Pt 15 0395 — sn tr3 dt 5R +15 8; 


4318016 56 6 12 ,, 2 
HE 779,9 5 Rd; 59V, +5 %s 


Wir setzen fest: es soll sein 


(23) 4, — 40, +1 0,0; — 28; 


dx? 
92* 


ER 24 Deere 
dann wird der Koeffizient von «,, gleich $ @,, wobei 


SEN 11 2 3 2 ROHR 4 45 ER! 
9 = 10, + 8,0 + 109 +5 9; + Ion 05 + 39 0,9 — zo Walz 


d d 
11 &9 ı 
Hyd tt — ER 7 


(24) 


Wir führen d, und 9, in unsere bisherigen Gleichungen ein, sodann 
differentiieren wir (21) in der neuen Form. Auf diese Weise erhalten 
unsere endlichen Gleichungen folgende Gestalt: 
(25a) gg + a =0. 
(25b) Ice + Rs + 9; = 0. 
(2de) | 40 + 30, + Ps + 91% =0, 
= rE9 + %s: 
10a, — 4 93% + Polos + Pads — 0, 
(25d) 9-5, t40° +3 %s, 
= my — go + Ya + 750%; + Pr: 
100g + Pac + Ps + Pads — 0, 
= @+t 350 —Ibs, 


(2De) = 79%, 5% +2% +35 0%, +39, 
9% = at ae 
dp 
BESSER 


— 16 Od — 6 9 by — 5 db, Te 
Differentiation von (25e) liefert 


21 8 ER 
— 7 9Mı Tt 3 P3%y F Piz = 0, 


z BR 992 537 2 
(25£) P = — 99 Pr — 320 9 Pr 100 V%aPı Tr 3 @5Pg 
21 dp, A dps 3; d’g, } 
2% id: de 3 da 


Es sind nun zwei Möglichkeiten denkbar: entweder verschwindet die 
letzte Gleichung (25f) identisch oder nicht. Wir unterscheiden dem- 
entsprechend: 

I. Fall. Es ist gleichzeitig p, und 9, gleich Null. Dann bleiben zur 
Bestimmung der «,, nur die Gleichungen (25a) bis (25e). Nach unseren 
Voraussetungen über die Art der Auflösung haben wir 


(26a) AEEN un 
(26b) Mae — 3 %a — 3 Qy045. 
(26) | &os = 2 Eur 15 Ds a Pılası 


= +50 + bs. 


ER 307 U 


SI IseR Bee 
gg 9ı 10 Pa %o3 10 93 Kı3 » 
e et‘ 1 2 7 
(26d) 9-53: +79 +3 %;, 
er 11 Sue 3 ar 
9 = — 79 090; 3 0 + Y, + 15 Qg%y5. 
1 1 1 
10 Pa%ıı — 10 P5 %os — 10 Ps %ız > 
-=29,+10°— 3% 
9, = 3% s %3 337 
Si 7 KBCE 3 4 
9% = — 5 0,05 gs ®3 + 2% +35 0; %;, 


EAN Ey a Re as ni nie 
9 = +59 + 700 995 + 60 95 — 30 02 dz — 190 03 Vz %z- 


&oo 


(26e) 


Bilden wir U=0 nach (16), so ergeben sich, weil «&,,, &gg, &s durch 
keine endliche lineare homogene Gleichung verknüpft sind, folgende 
Mongesche Gleichungen zweiten Grades: 


a = 42% +7 9 dyöy -npIyY=0, 
(27) | 28ydy, — zdy dm 5 IYyIy—z mtyoy nt, 
2 0y, 0 —dy— 30, 0Y,6y— 390 yby — HP Iyy — np IY—0, 


wo die p aus dem System (26) zu entnehmen sind. 
| Wir führen die Anfangswerte ein, indem wir die a so spezialisieren, 


daß 
= (Ya, = W 


(Ola, — dy, 
und unsere Mongeschen Gleichungen lassen sich für <= x, sofort in den 
Differentialen der Integrationskonstanten hinschreiben: 


(Ay? — zayayı + za ee —0, 
2 dyP dy—z dyı Ay a0, Ay’ day z pr dyPayı'— zo 9 (Ay)’—0, 
2 dyı Ay — (dy)? — 3 oz dyı Ay — 3 pi dy’ Ay — z py’dy’ day, 
— 596 (Ay? =. 
Wir könnten, wie bei der Diffgl. 3. O., noch die überzählige Konstante x, 
einführen, was nur zur Folge hätte, daß in (28) an Stelle von dy, tritt 
(dyP — yı;ıd&,). Natürlich wird dy,’ ersetzt durch (dy,’ — »’dx,). Zum 
Schluß könnten wir den Index OÖ wieder überall weglassen, da die be- 
treffenden Gleichungen zu jedem beliebigen Element 3. O. der Ebene die 
unendlich benachbarten definieren würden, durch die Kurven gehen, welche 
die durch das erste Element gehende Kurve oskulieren. 

Man verifiziert leicht, daß die drei Gleichungen (27) nicht unabhängig 
sind, indem man die erste nach dy,, die zweite nach Öy, auflöst und in 
die dritte einsetzt. Unser Ergebnis läßt sich so aussprechen: 

Die Bedingungen für die Oskulation zweier unendlich benachbarter 
Kurven der durch 


Dann wird 


(28) 


RIO“ 


dy, 
n. = o(®, Y, Yı; Ya; Y5) 


definierten Schar sind drei linear unabhängige Mongesche Gleichungen 
zweiten Grades, wenn & den bedingungen genügt: 


do dab 
%—=29, +30, — di 2, +3, u, 0; 


do 
(29) 1-40, 4390-7, 10 09+ 9,0; + 19 09” + 3 0, 0;”+ Ze 0 


dy 
— 109 da — 2005 dat oda — Es 0. 


Davon sagt die erste, 
ah, 162.8 dio, 
= 20, +50 — a 


dab 
29, +3 9b - 7, I 
aus, daß die Tangenten der durch (28) definierten Kurve, im Raume der 
Differentiale der Konstanten, einem linearen Komplex amgehören. 

II. Fall. 9, und @, verschwinden nicht beide identischh Dann läßt 
sich (25f) noch einmal differentiieren, und wir erhalten eine neue endliche 
Gleichung von der Form 
(258) Pro + Piko t Pızıs — 0. 


Es kommt nun ganz auf das Verhalten der zweireihigen Determinanten 

in der Matrix 

— 63 32 12 

(30) 9, 95 %9 
Po Pıi Pia 

an. Verschwinden sie alle identisch, so sind (25f) und (25g) nicht un- 

abhängig und wir brauchen nur eine der beiden zu berücksichtigen, mit 

der sich ein weiteres « eliminieren läßt. Es ergeben sich in diesem Fall 

zwei Mongesche Gleichungen zweiten Grades. 

Nehmen wir an, daß nicht alle zweireihigen Determinanten der 
Matrix (30) verschwinden, so können wir (25g) wieder differentiieren 
und erhalten so etwa 
(25h) Ps %ı + Pıakos + Piss — 0. 

Verschwindet dann die Determinante 
1-69. 39, 129 
(31) A=| Po Pi Pı2 
Pı3 Pıs 915 


so lassen sich, nach der Voraussetzung über die Unterdeterminanten, die 
Gleichungen (25f) und (25g) nach zweien der « auflösen, und wir 
erhalten, da nur ein « willkürlich bleibt, eine Mongesche Gleichung 


’ 


} 
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zweiten Grades, während die andere Berührungsbedingung sicher nicht 
vom zweiten Grade ist. 


Falls dagegen A==0 ist, so müssen alle &;, verschwinden, und 
es gibt sicher keine Mongesche Gleichung zweiten Grades als Oskulations- 
bedingung. 


III. Abschnitt. 


Der Fall n= 5. 


Durch eine gewöhnliche Diffgl. 5. O. 
d? dy d’y d’y d* 
(1) : o(z, x,Y, Y Ya Y .) 


da? 


dx’ dx?’ dx’’ d«* 


wird eine Schar von 00° ebenen Kurven definiert, deren endliche Gleichung 
die Form hat 


(2) y-yp(a, (og; G, dig, Ag, d,). 
Dabei wird vorausgesetzt, daß die Funktionaldeterminante 


(3) o(p, Per Prxı Praxı Pxxae) Prax2) - ( 
PICHE A], Ag, As, KA: 


Dann ist NZ, Yı = Po, Ya Paxı Vs — Paxxar Ya Pexea die allgemeine 
Lösung des simultanen Systemes 
d d dys dy, d 

4) Em Em eh em al, y, Yo Ya dar Yı)- 
Deuten wir a,,--',a, als gewöhnliche Koordinaten eines Punktes im R,, 
so entspricht jedem Punkt eine Kurve der Schar (2) und umgekehrt. 
Es gibt oo* unendlich benachbarte Punkte a,+da, i=(0,:---,4), also 
zu jeder Kurve ebensoviel unendlich benachbarte Kurven. Wir suchen 
unter ihnen die aus, die die Kurve (2) in dritter Ordnung berühren. 
Eine zu (2) unendlich benachbarte Kurve der Schar hat die Gleichung 


4 
ö 
(MD) y-yt Di day + öy. 
0 


Sollen die durch (2) und (Il) definierten Kurven einander in dritter 
Ordnung berühren, so müssen die Elemente dritter Ordnung 


(5) re pP, Yı 9, Y = Pax YET Pıxx 
und 

(V ZyY bAT Ned, 8) 
übereinstimmen. Also Beta außer (5) noch die Dich 


(6) öy, = 7, 4a = 0 (=0,--:,3). 
0 


A 


Deuten wir die da, (k=0,::--,4) als homogene Punktkoordinaten 
in einem R,, so definiert 


4 
© 
(7) dy- Di 2: da, — 0 
0 


eine Schar von oo! ebenen M,, da es in den da, linear ist und den 
Parameter x enthält. dy, = 0 hinzugenommen, liefert durch Elimination 
von x aus 


(8) ER N) 


die Enveloppe der ©!M,. Die beiden Glejchungen (8) definieren ao! 
ebene M,, die die Erzeugenden der Enveloppe sind und ihrerseits eine 
zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit umhüllen. Die Gleichung dieser 
Enveloppe ergibt sich durch Elimination von x aus 


(9) ya lea 

System (9) stellt eine Schar von oo! Geraden dar, die unsere durch (6) 
definierte Kurve im R, umhüllen. Elimination von x aus dem System (6) 
soll lauter Mongesche Gleichungen zweiten Grades liefern: die Kurve im 
Raume der Differentiale soll also der Schnitt von Flächen zweiten Grades 
sein. Die größtmögliche Anzahl erhält man nun, wenn die Raumkurve 
rational von vierter Ordnung ist. Von einer solchen ist aber bekannt, 
daß ihre Tangenten einer ganz bestimmten Mannigfaltigkeit zweiten Grades 
angehören. 

Es ist daher zweckmäßig, sich zunächst die einfachere Frage vor- 
zulegen: wann gehören die Tangenten der durch (6) definierten Kurve 
im Raume der Differentiale einer Mannigfaltigkeit zweiten Grades an? 

Die Tangenten an die Raumkurve werden definiert durch die 
Gleichungen 
(9) 0%, —V 201,2) 

Sie sollen einer Mannigfaltigkeit zweiten Grades angehören, also Elimi- 
nation von x aus (9) soll eine Gleichung von der Form 


00% 
(10) 2. Yr(do°,%) da,da, = 0 (Pr = Pi) 
i,k 


nach sich ziehen. Wir nehmen zu (9) noch 
4 


x 
6Y = 


4 
OY; at 0Y, 
' da, dd, Y, - Di. da, 
0 0 
hinzu; dann lassen sich die da, linear ausdrücken durch die dy,. Die 


resultierende Form von (10) muß verschwinden vermöge (9). Die linke 
Seite von (10) müßte also die Form annehmen 


m. 

U= 0,I9y + 2a, dydyy + 2agdyOy + 2agIydy + 2a dydyı + a9” 
+ 20,,0y, 0% + 20,50Y IYys + 20, 0IYyı9Yy + ROY + 2950 Yg OY; 
+ 20,,0%, 0Y,, 


da Öy3, 0y,0Yy,, Öy, nicht auftreten dürfen. Die « müssen solche 
Funktionen von den a und & sein, daß der Ausdruck U frei wird von 
den x beim Einsetzen der öy,. Die Bedingung dafür ist, daß in der 
nach x genommenen Ableitung von U die Koeffizienten der verschiedenen 
Produkte dy,dy, verschwinden. Berücksichtigt man, daß 
4 
d 2 

I MNıizi rd), 9, =do— >io,dy,, 

0 
so übersieht man sofort: Öy,? erhält nur den Faktor «,,, dy,Ödy, nur &s,, 
und nach deren Verschwinden dy,öy, nur den Faktor «,,. Infolgedessen 
hat U von vornherein die Form: 


| U = udy" + 2a, dyöy, + 20dydy + 20 dydyz + 20,0ydY, 


11 
Fand 2690Yy,0Ys + 20,50%, 0% + Op 0 Y”. 


Differentiiert man U wirklich und setzt die Koeffizienten der verschiedenen 
Produkte dy,dy, einzeln gleich Null, so erhält man für die « folgendes 
Gleichungssystem: 


1) gt lg =, 


2) m +20, =0, 


d 13 
5) re he &og 27 Ig — 0, 
4) u ts —0, 


de 
5) Fe +09 + 90 = 0, 


(12) 


de 
7) AP + + 9a = 0, 


d 
11) TE +09 + 9a, —0. 


Dat 


Setzen wir, in Analogie zu dem Fall n = 4, folgende Abkürzungen fest: 


do, 


4, = 209, +30? — ix? 


do 
3-4, +39, —- 7, 


so ergeben sich auf bekanntem Wege folgende weitere endliche Gleichungen: 
aus (12), und (12), 


(13) 


305 + gg — 0, 
’ da; 
(12°); +30, 
Ka 


14 { d 
(12 )ıı is 1 9,0, 


ebenso aus (14) und (13) 
3% + Pla 0, 


9 =— 59 na, 
au 
(15) (12° )s Ar (0; — 5 91) ud, 
d 
(12° )s ne a re = 9a = 0, 


(16) | u + Prlu = 0, 


3 Fe 
= 57; +59 5 du 


und aus (15) 
3 %ı + Ps — 0, 2 
(17) It tr ht gg: 
n de, 
| (12); a — 5 Pyly — 0. 


Durch Differentiation von (16) ergibt sich die erste Bedingung für die 
Existenz geeigneter Multiplikatoren in der Form 


dp 
59 — 5 09; ur Er —=(, 
oder | 


9 4 
(18) 68%,+ n 9509, + = Mid tn 5 udı — ne =. 


Eigentlich müßten wir (17) differentiieren, die nn. 
eliminieren und würden so eine neue endliche Gleichung erhalten. Deren 
Differentiation würde die zweite Bedingung liefern. Wir wollen das aber 
erst später wirklich ausführen. 

Kehren wir zurück zur eigentlichen Aufgabe, die Bedingungen auf- 
zusuchen, unter denen sich durch Elimination von x aus 


(6) oy,=V (= 0,1,2,3) 


Ba 
die größtmögliche Anzahl Mongescher Gleichungen ergibt von der Form 


(19) > Yarl&o a) da,da, =. 


Wir nehmen noch 


hinzu und drücken die da, durch die dy; ü, k=0,-:--,4) aus. Da dies 
vermöge einer linearen Substitution geschieht, so geht (19) über in eine 
Gleichung zweiten Grades in den dy, die erfüllt sein muß vermöge (6). 
Es fehlt also das Glied öy,”. Daraus folgt zunächst: soll überhaupt nur 
eine Mongesche Gleichung zweiten Grades aus (6) sich ableiten lassen, 
so müssen sich 14 Funktionen «,, von (Xa,,-:',a,) bestimmen lassen 
derart, daß 
U= andy? +20,dydyı +20,dydy+ 20,0ydy + 2audydy,+ a dy” 
+ 20, 0y, 09 + 20,09, 69 + 20,dydYı + MgeÖye" + 205504, 04; 
+ 20,,0y,6y, + 0330y° + 20,,09; Öy, 
gleich der linken Seite von (19), also frei von x würde, wenn man die 
dy, substituiert. Die Bedingung dafür ist, daß in der nach x ge- 
nommenen Ableitung von U die Koeffizienten der verschiedenen Produkte 
verschwinden. Differentiiert man U wirklich, so übersieht man sofort, 
daß «,, als Koeffizient von dy,? verschwinden muß. Indem man auch 
die Koeffizienten der übrigen Produkte dy,öy, einzeln gleich Null setzt, 
erhält man für die « ein System von Gleichungen, von denen eine endlich 
ist, alle übrigen sind Differentialgleichungen. Wir ordnen diese so, daß 
die Reihenfolge der Differentialgquotienten angibt, welche «,, sukzessive 
mit Hilfe der endlichen Gleichungen eliminiert werden. Man erhält so 


1) lt y—=(0, 


d 
2) m 5 2 095 Rn. Ö, 


de 
3) FE + 0% + + O0 = 0, 


das 
(20) 4) ix te t %s + Oau—d, 


de | 
5) 27 + tet 9a, +9, —0, 


d 11 
6) ce + 209 + 29,0, — 0, 


da 
7) IE + ap + 9a + lu, 


ae 
ee, = 0 


A 
9) + &gı 4 Oggy + Dyligy — 0" 


10) in + 09 + Oz = 0, 


z 
(20) 11) —& in Go F du =d, 


d 
12) + 20 + 2084, =, 


13) + 0% + 944 — 0, 


z 
14) Be SER tt =. 


Neben %, und %, führen wir noch folgende Größen ein: 
9 —20, +3 0,% — ns 
91 = 100, +0, 4 10° 43 050 4 Tan OH 32 9199 — 10 Dada 


dp dıy 
9 ( € 
5. ou Y, Ah 45 Y,° Rt 3 2 eh a R 


Eliminieren wir auf bekanntem Wege die «, so finden wir folgende 
weitere endliche Gleichungen 


Id tut ya, —0, 


“u FON nn +35 u +3 u, —0. 
4 + 305 + au +3 ya t Arad), 
(22) | Hy hr + in 
20) . — 10 tu tu apart: 
100,5 + I, — 7 Qt + 7 Say + Pkt Pat; 
(23) | 9-3 30, 1 su f 
Gy — Hy Tb tr id Tt 99, 
(20) = — Ust 4 Qyly9 — 36 lu 5 Pair (2 9: 5 Py) gu 0. 
100,, + 15a + 5 @y&og + Pay + Ps + Para + Pr — 0, 
a 
=: +30 +4, 
s BETEN +2 +5 ul + 39, 
Pt tet Pr a ad na 
a mr 


REN 


Differentiiert man (24), so erhält man eine neue endliche Gleichung, in 
der die Faktoren von «,, und «, 


1 3 d 
MP I: Pas ran va 209 
und 


dp 
200, +5 9,9 + 3 9-3 MM — 27 = 3 Qu 


werden. Die Gleichung lautet also 


7 21 8 # 
39 0yı +3 98a + Tpg gg — 4 Po&gg + Pıo&oa +3 Pırn rat Piz 0, 
a 3 
9% =, +3 %, 
2 24 St. 8 v8 25 
um 9 TI, 99, To +3%; 1 udı + 7 99 


dp, 


p,— 150, + 20,9, + 3 Pr — 4 PıPs — 5 PsPı — FE 


(25) sn eh wrr9g 2 26837 U ur Bu _.dyı 
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SITE, 


’ da. 3 T 
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= Tor Pakt (©, SE Er 913) =. 
und es folgt wieder durch Differentiation 
35 yo + Piz og + Pros T Pıs%aa F Pıs%oa + Pırkıa F Pisa = 0, 
Ps = — 20, — 10 + 2%,, 
94 = 850, — = 095,0, — Er 0, Eulen. E 9,%, + 2299, 


Dr 2, Ban ac 
we 9 = 50, +70 0 — 9 — 0 nd — 5 Ohr 
Im u tEUE + Ip Ft 0 OP — ee ee , 
9 = dt PP t 5 Put 3 Pia 3 ut, 
Ps = My — 3 Pt 30 QuPız — 3 Pıpıı + 25 Papa — an 


Ein Vergleich der hier auftretenden Koeffizienten mit denen im System 
(25) des II. Abschnittes zeigt, daß alle wiederkehren mit einem um 
eins höheren Index bei den «, ® und %; außerdem ist der Reihe nach 


Ps Pr, Po, Pıı für 95, Po, Pr, Ps eingetreten. 
Differentiieren wir jetzt (26), so wird der Koeffizient von «, gleich 


dp 
7 13 
Bl} dx ’ 


oder gleich 369,,, wenn wir festsetzen, daß 


ER ar 
BR 9 3 DAR, ER. 
Po = gt 5 90 4 55 04 du ulbıt 99 


sein soll. Wir drücken @, durch g,, aus und erhalten so 


dp, 9 | 1 
Be = tt Eh t zb — Pi9, 
dd; _ 160 33 191 en! 107 
da ern 0 + 30 90,4 33 135 dt 300 90 + 700 9 + 780 bs a O5 Y%y 


es 28 26 97 99 I@, 98 dgıs, 
wu tz pur tn Pa tn dm:.2. da 


Die Gleichungen (23) bis (26) gehen über in gewisse neue (23’) bis (26), 
wobei für 9,9, 9, und 9,, die alten Ausdrücke aus (25) und (26) bei- 
zubehalten sind, und zwar für @,, der erste. 

Differentiieren wir jetzt (267), so wird der Koeffizient von «, in der 
neuen endlichen Gleichung gleich 36 9,95 &s erhält zunächst den Faktor 


dp 


Pıs — Pıs — 3 PaPıs — OR, 


oder @,,, wenn wir die Werte der p aus (25) und (26’) entnehmen und 
festsetzen, daß 


RN 2 4 188 2 49 ...:35 
= 79 +5 59, +50 + ET ae 


do 6 dp 
nn 0,2%, +1 T db un. n Pu a a 0,919 3 es wi n RR ; 


Wir führen 9,, statt @,, ein; dadurch gehen die bisherigen Gleichungen 
über in 
dd, 10 | 14 9 

x 219 re >30: 

=; TER TE Ti Ta Mu 1 Yadz 7 2 Q;%hı 


dx 
do dy 
14 2 14 3 2 8 4 2, 026 19,7 
5, dd, +5 Vi 5 Io t5 Pia tz I 


(24°) bis (26°) erhalten eine neue Form (24”) bis (26”), wo 9, und 9,, 
wirklich zu berechnen sind, während für g,, noch der Ausdruck aus (26) 
beibehalten werden kann. 

Differentiieren wir u: so wird der Koeffizient von a, 
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Wir führen jetzt d, und 9,, in unsere früheren Gleichungen ein und er- 
halten so 
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Differentiiert man (27g), so erhält man 


36 P,9%g + Paolo — A Ppı og + Poo&oa T Paskıı + Parlaı = 0; 
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Es ergeben sich nun eine Reihe von Möglichkeiten. Entweder verschwindet 
die Gleichung (27h) identisch oder nicht. Wir wollen nur den ersten, 
einfachsten und interessantesten Fall betrachten. 

I. Fall. Es verschwinden 49, Ps, und @,, gleichzeitig. Dann bleiben 
zur Bestimmung der « nur die Gleichungen (27 a—g), und wir erhalten — 
da zwischen @g, Co, &pg; ya, &%, und a,, keine lineare Relation mehr 
besteht — folgende sechs Mongesche Gleichungen: 


(28) ee Fe 
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Löst man die drei ersten Gleichungen nach dy,, dy,, öy, auf und setzt 
die drei letzten ein, so erhält man eine Identität. 

Eigentlich müßten wir die Anfangswerte einführen, wie in den 
früheren Fällen, um die Mongeschen Gleichungen für =, wirklich in 
den Differentialen der Integrationskonstanten hinschreiben zu können. 
Schließlich wäre noch die überzählige Konstante x, hinzuzunehmen. Das 
würde nur zur Folge haben, daß in den Gleichungen (28) o, und die y 
mit einem Index ° zu versehen sind, um die Bildung der Funktionen für 
z2— x° anzudeuten. An Stelle von dy, tritt (dyP— y%ıdz,), und dy, 
wird ersetzt durch (dy,’ — o’dx,). 


BR AN he 


Nun wollen wir noch den unterbrochenen Fall von p. 26 zu Ende 
führen, unter Benutzung der sukzessive festgesetzten Bezeichnungen für 
919; Pa0; Pa. Dadurch geht (18) über in 


(18) 29, — 0 


und (17) in 
EL) 4 &gı ae u Pr 0, i 
=; tr PH Pi 
Differentiiert man (17), so erhält man 
3% + Palau = 0, 

(29) H-ERAU- 5% 5 nett 

od 
+37 u +5 u - EU t TE Po tn upon — 5 nn 


(29) differentiiert liefert uns die zweite Bedingung zunächst in der Form 
dp 
10 2 a 
3 ® +5 49 — De 0. 
Den Wert von g, eingesetzt, erhalten wir 
2 2 16 8 44 
| 3 Par — 15 HP — 9 Pi 5 Pi + 5 YıPıs 


| dos dyp d’gp 
| ag 2 raue: NG 


(30) 


Diese Bedingung läßt sich wegen (18°) noch reduzieren und wir können 
sagen: soll schon aus 
Dur 0, ya 
eine Mongesche Gleichung zweiten Grades folgen, so ist dafür notwendige 
und hinreichende Bedingung, daß © den beiden Gleichungen 
3 Prı — 105 Pot a a 
„od, 


genügt. Aus der Form der zweiten Bedingung sieht man, was von vorn- 
herein klar ist, daß diese Forderung viel allgemeiner ist, als wenn wir 
verlangen, daß sich aus öy,—=0 (e=0,1,2,3) sechs Mongesche Gleichungen 
zweiten Grades ableiten lassen, was He drei Bedingungen 99 = Pa = Yaı 
nach sich zieht. 


II. Fall. Die Gleichung (2Th) verschwindet nicht identisch. Dann 
folgt aus ihr durch Differentiation eine neue endliche Gleichung (27 1) 
von derselben Form. Es kommt daher auf das Verhalten der zweireihigen 
Unterdeterminanten an in der Matrix, die man aus den Koeffizienten der 
&,;, in (27h) und (271) bilden kann. Die Diskussion der weiteren Möglich- 
keiten gestaltet sich ganz analog der im Falle n = 4 angedeuteten. 
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| Lebenslauf. 


Am 24. Juli 1881 wurde ich, Karl Wünschmann, Sachse, evang.-luth. 
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‚unterricht genoß ich in Werdau und in meiner Heimat. Nach einjährigem 
Besuch der Realschule zu Glauchau trat ich Ostern 1892 in die Quinta des 
Zwickauer Gymnasiums ein, das ich Ostern 1900 mit dem Reifezeugnis 
verließ. Im Sommersemester 1900 studierte ich in Leipzig Medizin, im 
darauffolgenden Winter neuere Sprachen, von Ostern 1901 ab Mathematik. 
Ich nahm teil an den Vorlesungen, Übungen und Praktika der Professoren: 
Chun, H. Credner, Des Üoudres, Duchesne, Engel, Fick, Fischer, 
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Dank aus, die es mir überhaupt erst ermöglicht haben, meinen Studien 
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